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Chapitre 2 - Trigonomeétrie

I Résolution des équations trigonométriques

I. 1 Résolution des équations fondamentales : cos (x) = a, sin (x) = a, tan(x) = a

I 1. a Résolution de cos (z) = a

Proposition 1. Soit a € [—1,1]. Il existe alors un unique angle 6 dans [0, 7] tel que
cos(f) =a
On note alors 6 = arccos(a)

Aarccos(a) est par définition un nombre dans [0, 7).

AL& fonction arccos n’est pas défini sur R, mais seulement sur [—1,1].

Valeurs particuliéres :

a —1| —VB/2 | —v2/2 | —1/2| 0 |1/2|V2/2|V3/2 |1
arccosa | 57 /6 3r/4 | 2x/3 | w/2 | w/3 | w/2 | w/6 |0

Exercice 1. Résoudre sur R les équations trigonométriques suivantes : cos(z) = —2, cos(z) = —1, cos(z) = 0,
1 2
cos (z) = =, cos (z) =1, cos (z) = £
2 2
cos(z) = 1. Sur [0, 7] il y a une unique solution, qui est par définitioin = = arccos(3) = /3

Sur [—m, 7], il y a 2 solutions, 7/3 et —7/3 par symmétrie de la fonction cos.
Sur R il y a une infinité de solutions données par :

x =m/3 27|

x = —7/3[27]

Notons S I'ensemble des solutions de 1’équation cos (z) = a, a € R.

eSi a>1loua< —1, S=0

eSi a=1, S=2nZ

eSi a=-1, S=n+42nZ

eSi —1<a<l, S = tarccos(a) + 27Z
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Exemple 1. Résoudre sur R puis sur [0, 27] : cos (3x) = 3

Correction Notons y = 3z. On a vu que y vérifié :

y =m7/3[27]

ou

y = —m/3 2]

Soit en revenant & la variable x :

3x =7/3[27]
ou

3x = —m/3[27]
Ce qui est équivalent &

x=m/9[27/3]
ou

x=-—m/9[27/3].

On obtient ainsi les solutions sur [0, 27| :*

— x/9,

— w/9+27/3 ="Tn/9,

— w/9+47/3 =137/9

— w/9+67/3 =197/9 > 27 on est allé trop loin,7/9 4 67/3 n’est pas solution sur [0, 27].
On refait la méme chose avec —7/9 :

— —7/9,(qui n’est pas solution car n’est pas dans [0, 27])

— —71/9+27/3 =57/9,

— —7w/9+47/3 =117/9

— —7w/9+67/3=177/9

1
Les solutions de cos (3z) = 5 sur [0, 27| sont :
S={n/9,7r/9,137/9,57/9,117 /9,177 /9}

. . 3 7 . .
Exercice 2. Résoudre sur R puis sur [0, 27[ : cos (2z) = f% et cos(z) = 3 et représenter a chaque fois les solutions

sur le cercle trigonométrique.

I 1. b Résolution de sin (x) = a

Proposition 2. Soit a € [—1,1]. Il existe alors un unique angle 6 dans [—g, g] tel que
sin(d) = a

On note alors § = arcsin(a).
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APar définition arcsin(a) € [—7/2,7/2].
ALe domaine de définition de arcsin est [—1,1].

Valeurs particuliéres :

a —1 | —VB/2 | —v2/2 | —1/2 |0 | 1/2 | V2/2 | V3/2 | 1

arcsina | —n/2 | —n/3 | —w/4 | —7/6 |0 | 7w/6 | w/4 | ©/3 | 7/2

Exercice 3. Résoudre sur R les équations trigonométriques suivantes : sin (x) = —6, sin (z) = —1, sin () = 0, sin ()
1
> sin (z) = 1, sin (z) = ?

V3

Sur [~7/2,7/2], équation sin (z) = %> a pour solution

3
x = arcsin(7) =m/3
Sur [—7, 7] les solutions sont
r=w/3 ou xz=mw-7/3=2m/3

Sur R les solutions sont
S ={n/3+2kn,2w/3 +2kn |k € Z}

eSi a>1loua< —1, S=0

eSi a=1, §=73+2nZ

eSi a=—1, S§=-5++2nZ

oS5i —1<a<l, S = tarcsin(a) + 27Z

U 7 + arcsin

| &

Exemple 2. Résoudre sur R puis sur [—7, 7| : sin (3z) =

Correction On a vu que les solutions de sin(y) = § étaient données par

y=7/3[2n] ou y=27/3[2n].
Donc
3r=7m/3[2n] ou 3z =2n/3[27|.
Soit encore :
r=7n/927/3] ou x=2nw/9[27/3].

— /9

— w/9+27/3="Tn/9

— w/9—27/3 = —57/9

— /9 — 47 /3 = —117/9 < —m n’est donc pas solution sur [—m, 7.

et pour 27/9
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— 27/9

— 27/9+27/3 =8n/9

— 27/9 — 27 /3 = —47/9

— 271/9 — 47 /3 = —107/9 < —7 n’est donc pas solution sur [—m, 7.
Les solutions sur [—m, [ sont données alors par :

S ={n/9,2rw/9,77/9, =57/, 8% /9, —4mw/9}

. . . 1 . 1 . .
Exercice 4. Résoudre sur R puis sur [—m, 7| : sin (d2) = —5 et sin (z) = 5 et représenter a chaque fois les solutions sur

le cercle trigonométrique.

I. 1. ¢ Résolution de tan (x) = a

Proposition 3. Soit ¢ € R. 1l existe alors un unique angle 6 dans }—g, g[ tel que
tan(0) = a
On note alors = arctan(a)
Valeurs particuliéres :
a V3| -1 | =v3/3|0[V3/3| 1 | V3
arctana | -w/3 | —w/4 | —w/6 |0 | w/6 | 7/4 | 7w/3
Exercice 5. Résoudre sur R les équations trigonométriques suivantes : tan (z) = —1, tan (z) = 0, tan (z) = 1, tan (z) =
—/3, tan (z) = f\%
Correction Sur | —7/2,7/2[, tan (x) = —% admet pour solution, x = arctan(—%) = —7/6.
Sur R les solutions sont donc :
{—-m/6+km|ke/Z}
Notons S I'ensemble des solutions de I’équation tan (z) = a, a € R.
S = {arctan(z) + kr | k € Z}.
T 1
Exemple 3. Résoudre sur R puis sur [—m, 7| : tan (—) =——.
P p [=m, 7] 5 7
Correction On a vu que les solutions de tan(y) = —% étaient
y=—m/6[n]
Donc
S —_
2 6 ’
Soit
—T
= — 27|.
v == [2a]
Sur [—m, m] les solutions sont {—m/3}.
Exercice 6. Résoudre sur R puis sur [—m, 7| : tan (3z) = 1 et tan(z) = —2 et représenter a chaque fois les solutions sur

le cercle trigonométrique.

1BIOA - Lycée Chaptal Page 4 Olivier Glorieux



I 1. d Résolution de cos (x) = cos(y), sin (z) = sin(y), tan (z) = tan(y)

D’aprés les résultats précédents, on a :

x = y[27]
CcOST = Ccosy < ou
= —y[2n]
x = y[27]
sinx =siny & ou

x =7 —y[27]

tanz =tany < z =y|n]

Pour résoudre les autres équations du type cos(z) = sin(y) on se raméne a une équation précédente
par exemple en faisant cos(3 —y) = sin(y) et en résolvant :

cos(x) = cos(g —y)

Exercice 7. Résoudre sur R puis sur [0,27] : cos (23& + g) = cos (ac - %) et tan (2z + ) = tanx et représenter a
chaque fois les solutions sur le cercle trigonométrique.

Correction Sur R I’équation a pour solution

2z + 5 =2 — §[27]
ou
20+ 5 = —z+ 5 [27]

2z + 5 =2 — §[27]

ou

20+ 5 = —x+ 5 [27]
r=-5 — 7 [27]
ou

T = —3I [27]
ou
3z = -7 [27]
z = -3 [2n]
ou
= -7 [2n/3]
On cherche les solutions appartenant & [0, 27] :
— —3m ¢ 10,2n]
— =3 4271 = 3 € [0, 27
o _1% §é [07 27T[

s 2 _ Iw
— —t+ 3 =15 €10,2n]

— % =47 e
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s 6r _ 23w
— —ﬁ‘F?—ﬁE[O,%T[

Les solutions dans [0, 27| sont :

(5T 7T 16m 23r,
47127 127 12 7
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I. 2 Résolution des autres équations

Méthode générale : Transformer ’expression pour se ramener a résoudre des équations fondamen-

tales.

I 2. a Equation de type acos (z) + bsin (r) = ¢, avec (a,b) € (R*)?

Le but est de factoriser I’expression pour faire apparaitre un seul cosinus. Pour cela, on cherche
r € RT, et p € [0, 7] tels que
acos (x) + bsin (x) = rcos(x — )

On obtient :

acos (x) + bsin () = r cos(x) cos(p) + rsin(z) sin(p)
En identifiant on obtient :

rcos(p) = a
et
rsin(p) = b

Ainsi on doit avoir 72 = a2 + b? et

cos(i) = 7t

et
_ b

sinfi) = ok

Une fois sous cette forme on résout
recos(z — ) =c

Exemple 4. Résoudre /3 cos (z) + sin (z) = 1.

Correction On cherche 7 > 0 et ¢ € [0,27] tel que /3 cos (z) + sin (z) = rcos(xz — ¢) D’aprés les
calculs précédents on sait que nécessairement

r?=3+1=4
donc r =2 car r > 0. On a ensuite
cos(p) = @
et
sin(yp) = %

Donc ¢ = &. Ainsi
V3 cos () + sin (x) = 2 cos(x — %)

Donc I'équation v/3 cos () + sin (z) = 1 équivaut a

T
cos(x — 6) =3
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Donc

ou
r— % =-%[27]
Soit
r =7 [27]
ou
r = § [27]

Remarque. En physique, cette méthode permet de déterminer ’amplitude et la phase d’un signal
défini comme la somme de deux signaux.

Exercice 8. Résoudre sur R puis sur [0, 7| les équations suivantes : cos (z)—sin (z) = \/g et cos (2x)++/3sin (22) = —v/2.

1. 2. b Equation ou le cosinus, sinus ou la tangente peuvent étre prise comme variable

Il s’agit des équations ou 'on peut poser le changement de variable X = cos (z) ou X = sin ()
ou X = tan (x). On reconnait ces équations lorsque l'on peut mettre I’équation & résoudre sous la forme

d’une équation ne comportant soit que des cos (), cos? (z), cos? () ..., soit que des sin (z), sin? (), sin® (z) ...

soit que des tan (), tan? (x), tan3 (z)....

e Poser X égal & cosx ou sinzx ou tanz.
e Résoudre I’équation en X du second, troisiéme... degré ainsi obtenue.
e Revenir ensuite 4 x en résolvant des équations fondamentales.

Exemple 5. Résoudre sur R puis sur [0, 27| I'équation : 2 cos?(z) + cos(z) — 1 = 0.
Correction On pose X = cos(z) on obtient
2X?2+X—-1=0,
dont les solutions sont X = —1 et X = % L’équation est équivalent &

cos(x) = —1

Q
(@}
n
—~
8
SN—
Il
D=

Soit

r =%, [2n]

ou

r=—-%,[27]
Sur [0, 27] les solutions sont donc :

T 5
T, ga ?}

Exercice 9. Résoudre sur R puis sur [0, 27[ les équations suivantes : 4 cos® () — 2(v/3 4+ v/2) cos (z) ++/6 = 0, tan® (z) —
V3tan? (z) — tan (z) + v/3 = 0 et 2sin® () + 5cos (x) — 4 = 0.

s=1
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1. 2. ¢ Autres types d’équation

Lorsqu’on est dans aucun des cas précédents, on utilise les formules trigonométriques pour se ramener
A une équation factorisée dont chaque terme est une équation fondamentale.

Exemple 6. Résoudre sur R puis sur [—m, 7[ : 1 4 cos (z) + cos (2z) + cos (3z) = 0.

Correction
cos(2x) = 2cos?(z) — 1

cos(3z) = Re(e%®)
= Re(e™)
= Re((cos(3z) + isin(z))?
3(x) — 3cos(x)sin?(x)
= cos®(x) — 3cos(z)(1 — cos?(x))

= 4 cos®(z) — 3 cos(x)

= cos’(
cos*(
On a donc

1 4 cos () + cos (2z) + cos (3z) = 1 + cos(z) + 2 cos?(z) — 1 4 4 cos®(x) — 3 cos(z)
= —2cos(z) + 2 cos?(x) + 4 cos’(x)

L’équation ést donc équivalente &
— cos(z) + cos?(x) + 2 cos®(z) = 0.
On fait le changement de variable X = cos(x) on obtient :
~X +X*+2X° =0

Soit
X2X*+X-1)=0

Les solutions sont donc X = 0 ou 2X? + X — 1 = 0. En revenant & la variable z on obtient cos(x) = 0

si et seulement si = 7 [r] Les solutions sont donc
x = |[27]
ou
r = %, [2n]
ou
r=—3 [277']
ou
r =7 [r]

Exercice 10. Résoudre sur R puis sur [—m, 7| : cos (2z) + cos (z) = sin (2z) + sin (z).
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Correction On utilise les formules d’additivité de cosinus et sinus :

3
cos(2x) 4 cos(x) = 2005(333) cos(g)
. . . 3T T
sin(2z) + sin(z) = 2 sm(?) COS(§)
On obtient donc I’équation :
3 3
cos(g) COS(%) = sin(g) cos(g)
soit 3 3
Cos(g)(cos(g) - SiIl(?x)) =0
Ce qui équivaut
cos(5) =0
ou
(cos(32) —sin(32) = 0
£=350r
ou
cos(?’;) = cos(§ — %x)
x = [27]
ou
¥ =(5-%) 2]
ou

IT Résolution des inéquations trigonométriques

II. 1 Résolution des inéquations fondamentales

Les inéquations fondamentales sont les inéquations de type cosx < a, sinz > a, tanz < a.

On résout GRAPHIQUEMENT sur le cercle trigonomé-
trique.

Remarque. A Ne jamais résoudre une inéquation sans passer par le cercle trigonométrique.
Exemple 7. Résoudre sur [0, 27| puis sur Rl'inéquation : cos (z) < 3.

Correction Sur [0, 27] les solutions sont

]

Sur R les solutions sont

U]g + 2k, 5% + 2kn|
kezZ

. 3 3 . 2
Exercice 11. Résoudre sur R puis sur [0, 27| les inéquations suivantes : sin (z) > g, cos (2z) > —i, sin (3z) < %,
1
V3

tan (z) > —1let —1 < tan(z) <
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II. 2 Résolution des autres inéquations

II. 2. a Inéquation de type acos (x) + bsin (z)

Exemple 8. Résoudre sur R puis sur [0, 7] : v/3cos () — sin (z) > v/2.

Correction On va mettre v/3 cos (z) — sin (x) sous la forme r cos(x — ¢) pour r > 0 et ¢ € [, 7).
On a vu que 72 = 3 + 1 = 4, ce qui donne r = 2.

Donc cos(p) = @ et sin(p) = 5t D’ou ¢ = 2.
Donc I'équation devient

2 cos(z + %) > V2.

Soit Y
2
cos(ac+—)>7
Donc sur | — 7, 7] :
T 7
—Z<$+E<Z
Soit . -
16" 176
2" 12

Donc sur R les solutions sont données par :

5% T
S— U]—E+2]€ﬂ',ﬁ+2k‘ﬂ'[
keZ

. . . 3 .
Exercice 12. Résoudre sur R puis sur [0, 7[ les inéquations suivantes : cos (z) —sin (z) > \/; et cos (2x) +v/3sin (2z) <

V2.

II. 2. b Inéquation ou le cosinus, sinus ou la tangente peuvent étre pris comme variable

Exemple 9. Résoudre sur R puis sur [0, 27| 'inéquation : 2 cos?(x) + cos(x) > 1.

Correction 2X? 4+ X — 1 > 0 a pour solution

1

X €] — oo, —1[U]§,oo[

Donc I'équation 2 cos?(x) + cos(z) > 1 est équivalente &

1
> —
cos(z) 5

Exercice 13. Résoudre sur R puis sur [0,27[ les inéquations suivantes : 4 cos? (z) — 2(v/3 + v/2) cos (z) + v6 < 0,
tan® (z) — v/3tan? (x) — tan (z) + v/3 > 0 et 2sin® (z) + 5cos (x) — 4 < 0.
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III Etude des fonctions trigonométriques

III. 1 Reduction du domaine d’étude

e N
Définition 1. Soit f une fonction numérique de domaine de définition Dy.

e On dit que f est paire si
* Vre Dy, —x €Dy
et
* Yo € Dy, f(—z) = f(x).
Graphiquement, la courbe représentative de f est symmétrique par rapport a l'axe
des ordonnées.
e On dit que f est impaire si
* Vr e Dy, —x €Dy
et
x Yx € Dy, f(—x) = —f(x).
Graphiquement, la courbe représentative de f est symmétrique par rapport a lori-

ginie.
- J

Remarque. Lorsqu’une fonction f est paire ou impaire, il suffit de I’étudier et de la tracer sur Dy NRy
puis d’effectuer la symétrie indiquée ci-dessus pour obtenir la représentation graphique compléte.

Exemples. e Exemples de fonctions paires : 2 — z2, 2 — cos(z), & — T~

2
3 er—e ¥

e Exemples de fonctions impaires : z — z°, x + sin(z), = +—

Exercice 1. Que dire de 'opposée, l'inverse d’une fonction paire (resp. impaire) ?
Que dire de la somme de deux fonctions paires (resp. impaires) ?
Que dire de la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire ?
Que dire de la composée de deux fonctions paires (resp impaires) ?
Que dire de la composée d’'une fonction paire et d’une fonction impaire ?
Montrer que toute fonction définie sur R s’écrit comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

Remarque. Il peut exister d’autres symétries : eg f(a—x) = f(z) pour un a € R et tout « € R. Dans
ce cas la courbe de f sera symétrique par rapport a la droite d’équation x = 5. On peut alors diminuer
le domaine d’étude de "moitié¢" : en considérant seuelement la partie | — oo, §]

Exemple : f(z) = cos(2z) alors f(m—x) = f(x) donc la courbe représentative de f est symmétrique

par rapport a la droite d’équation x = 7.

( Définition 2. Soit f une fonction numérique de domaine de définition Dy. )
On dit que f est périodique de période T > 0 si
* v €Dy x+Te€Dy
et
*x VYo € Dy, f(x +T) = f(x)

Graphiquement, la courbe représentative de f est invariante par la translation de vecteur
Ti
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Remarque. Si f est périodique de période T, alors pour tout k € Z, on a f(x + kT) = f(x)
Il suffit de I’étudier et de la tracer sur un intervalle de longueur 7' puis d’effectuer la translation de
vecteur T4 pour obtenir la représentation graphique compléte.

Exemples. Exemples de fonctions périodiques : z +— cos(x), z — sin(x), x — |[z] — =.

Exercice 2. Soit f: R — R une fonction. Démontrer les propriétés suivantes :
1. Si f est une fonction périodique de période T et g : R — R, alors g o f est T périodique.

2. Si g est une fonction périodique de période T et (a,b) € R* x R, alors h : x +— g(az + b) est périodique de période
T
lal
Application : donner la période des fonctions x — cos(2z),  + sin (Z£) et = — tan(3z).
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