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Chapitre 2 - Trigonométrie

I Résolution des équations trigonométriques

I. 1 Résolution des équations fondamentales : cos (x) = a, sin (x) = a, tan (x) = a

I. 1. a Résolution de cos (x) = a

Proposition 1. Soit a ∈ [−1, 1]. Il existe alors un unique angle θ dans [0, π] tel que
cos(θ) = a
On note alors θ = arccos(a)

△! arccos(a) est par dé�nition un nombre dans [0, π].

△! La fonction arccos n'est pas dé�ni sur R, mais seulement sur [−1, 1].

Valeurs particulières :

a −1 −
√
3/2 −

√
2/2 −1/2 0 1/2

√
2/2

√
3/2 1

arccos a π 5π/6 3π/4 2π/3 π/2 π/3 π/2 π/6 0

Exercice 1. Résoudre sur R les équations trigonométriques suivantes : cos (x) = −2, cos (x) = −1, cos (x) = 0,

cos (x) =
1

2
, cos (x) = 1, cos (x) =

√
2

2
.

cos(x) = 1
2 . Sur [0, π] il y a une unique solution, qui est par dé�nitioin x = arccos(12) = π/3

Sur [−π, π], il y a 2 solutions, π/3 et −π/3 par symmétrie de la fonction cos.
Sur R il y a une in�nité de solutions données par :

x ≡ π/3 [2π]

ou

x ≡ −π/3 [2π]

Notons S l'ensemble des solutions de l'équation cos (x) = a, a ∈ R.

• Si a > 1 ou a < −1, S = ∅
• Si a = 1, S = 2πZ
• Si a = −1, S = π + 2πZ
• Si − 1 < a < 1, S = ± arccos(a) + 2πZ
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Exemple 1. Résoudre sur R puis sur [0, 2π[ : cos (3x) =
1

2
.

Correction Notons y = 3x. On a vu que y véri�é :

y ≡ π/3 [2π]

ou

y ≡ −π/3 [2π]

Soit en revenant à la variable x :

3x ≡ π/3 [2π]

ou

3x ≡ −π/3 [2π]

Ce qui est équivalent à

x ≡ π/9 [2π/3]

ou

x ≡ −π/9 [2π/3].

On obtient ainsi les solutions sur [0, 2π[ :`

� π/9,

� π/9 + 2π/3 = 7π/9,

� π/9 + 4π/3 = 13π/9

� π/9 + 6π/3 = 19π/9 > 2π on est allé trop loin,π/9 + 6π/3 n'est pas solution sur [0, 2π[.

On refait la même chose avec −π/9 :

� −π/9,(qui n'est pas solution car n'est pas dans [0, 2π[)

� −π/9 + 2π/3 = 5π/9,

� −π/9 + 4π/3 = 11π/9

� −π/9 + 6π/3 = 17π/9

Les solutions de cos (3x) =
1

2
sur [0, 2π[ sont :

S = {π/9, 7π/9, 13π/9, 5π/9, 11π/9, 17π/9}

Exercice 2. Résoudre sur R puis sur [0, 2π[ : cos (2x) = −
√
3

2
et cos (x) =

7

8
et représenter à chaque fois les solutions

sur le cercle trigonométrique.

I. 1. b Résolution de sin (x) = a

Proposition 2. Soit a ∈ [−1, 1]. Il existe alors un unique angle θ dans
[
−π

2
,
π

2

]
tel que

sin(θ) = a
On note alors θ = arcsin(a).
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△! Par dé�nition arcsin(a) ∈ [−π/2, π/2].

△! Le domaine de dé�nition de arcsin est [−1, 1].

Valeurs particulières :

a −1 −
√
3/2 −

√
2/2 −1/2 0 1/2

√
2/2

√
3/2 1

arcsin a −π/2 −π/3 −π/4 −π/6 0 π/6 π/4 π/3 π/2

Exercice 3. Résoudre sur R les équations trigonométriques suivantes : sin (x) = −6, sin (x) = −1, sin (x) = 0, sin (x) =

1

2
, sin (x) = 1, sin (x) =

√
3

2
.

Sur [−π/2, π/2], l'équation sin (x) =
√
3
2 a pour solution

x = arcsin(

√
3

2
) = π/3

Sur [−π, π] les solutions sont

x = π/3 ou x = π − π/3 = 2π/3

Sur R les solutions sont

S = {π/3 + 2kπ, 2π/3 + 2kπ | k ∈ Z}

• Si a > 1 ou a < −1, S = ∅
• Si a = 1, S = π

2 + 2πZ
• Si a = −1, S = −π

2 ++2πZ
• Si − 1 < a < 1, S = ± arcsin(a) + 2πZ ∪ π + arcsin(a) + 2πZ

Exemple 2. Résoudre sur R puis sur [−π, π[ : sin (3x) =

√
3

2
.

Correction On a vu que les solutions de sin(y) =
√
3
2 étaient données par

y ≡ π/3 [2π] ou y ≡ 2π/3 [2π].

Donc

3x ≡ π/3 [2π] ou 3x ≡ 2π/3 [2π].

Soit encore :

x ≡ π/9 [2π/3] ou x ≡ 2π/9 [2π/3].

� π/9

� π/9 + 2π/3 = 7π/9

� π/9− 2π/3 = −5π/9

� π/9− 4π/3 = −11π/9 < −π n'est donc pas solution sur [−π, π[.

et pour 2π/9
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� 2π/9

� 2π/9 + 2π/3 = 8π/9

� 2π/9− 2π/3 = −4π/9

� 2π/9− 4π/3 = −10π/9 < −π n'est donc pas solution sur [−π, π[.

Les solutions sur [−π, π[ sont données alors par :

S = {π/9, 2π/9, 7π/9,−5π/, 8π/9,−4π/9}

Exercice 4. Résoudre sur R puis sur [−π, π[ : sin (4x) = −1

2
et sin (x) =

1

5
et représenter à chaque fois les solutions sur

le cercle trigonométrique.

I. 1. c Résolution de tan (x) = a

Proposition 3. Soit a ∈ R. Il existe alors un unique angle θ dans
]
−π

2
,
π

2

[
tel que

tan(θ) = a
On note alors θ = arctan(a)

Valeurs particulières :

a −
√
3 −1 −

√
3/3 0

√
3/3 1

√
3

arctan a -π/3 −π/4 −π/6 0 π/6 π/4 π/3

Exercice 5. Résoudre sur R les équations trigonométriques suivantes : tan (x) = −1, tan (x) = 0, tan (x) = 1, tan (x) =
−
√
3, tan (x) = − 1√

3
.

Correction Sur ]− π/2, π/2[, tan (x) = − 1√
3
admet pour solution, x = arctan(− 1√

3
) = −π/6.

Sur R les solutions sont donc :

{−π/6 + kπ | k ∈ /Z}
Notons S l'ensemble des solutions de l'équation tan (x) = a, a ∈ R.

S = {arctan(x) + kπ | k ∈ Z}.

Exemple 3. Résoudre sur R puis sur [−π, π[ : tan
(x
2

)
= − 1√

3
.

Correction On a vu que les solutions de tan(y) = − 1√
3
étaient

y ≡ −π/6 [π]

Donc
x

2
≡ −π

6
[π],

Soit

x ≡ −π

3
[2π].

Sur [−π, π[ les solutions sont {−π/3}.
Exercice 6. Résoudre sur R puis sur [−π, π[ : tan (3x) = 1 et tan(x) = −2 et représenter à chaque fois les solutions sur
le cercle trigonométrique.
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I. 1. d Résolution de cos (x) = cos(y), sin (x) = sin(y), tan (x) = tan(y)

D'après les résultats précédents, on a :

cosx = cos y ⇔


x ≡ y [2π]
ou

x ≡ −y [2π]

sinx = sin y ⇔


x ≡ y [2π]
ou

x ≡ π − y [2π]

tanx = tan y ⇔ x ≡ y [π]

Pour résoudre les autres équations du type cos(x) = sin(y) on se ramène à une équation précédente

par exemple en faisant cos(π2 − y) = sin(y) et en résolvant :

cos(x) = cos(
π

2
− y)

Exercice 7. Résoudre sur R puis sur [0, 2π[ : cos
(
2x+

π

2

)
= cos

(
x− π

4

)
et tan

(
2x+ π

2

)
= tanx et représenter à

chaque fois les solutions sur le cercle trigonométrique.

Correction Sur R l'équation a pour solution
2x+ π

2 ≡ x− π
4 [2π]

ou

2x+ π
2 ≡ −x+ π

4 [2π]
2x+ π

2 ≡ x− π
4 [2π]

ou

2x+ π
2 ≡ −x+ π

4 [2π]
x ≡ −π

2 − π
4 [2π]

ou

3x ≡ −π
2 + π

4 [2π]
x ≡ −3π

4 [2π]
ou

3x ≡ −π
4 [2π]

x ≡ −3π
4 [2π]

ou

x ≡ − π
12 [2π/3]

On cherche les solutions appartenant à [0, 2π[ :

� −3π
4 /∈ [0, 2π[

� −3π
4 + 2π = 5π

4 ∈ [0, 2π[

� − π
12 /∈ [0, 2π[

� − π
12 + 2π

3 = 7π
12 ∈ [0, 2π[

� − π
12 + 4π

3 = 15π
12 ∈ [0, 2π[

1BIOA - Lycée Chaptal Page 5 Olivier Glorieux



� − π
12 + 6π

3 = 23π
12 ∈ [0, 2π[

Les solutions dans [0, 2π[ sont :

S = {5π
4
,
7π

12
,
15π

12
,
23π

12
}.
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I. 2 Résolution des autres équations

Méthode générale : Transformer l'expression pour se ramener à résoudre des équations fondamen-

tales.

I. 2. a Équation de type a cos (x) + b sin (x) = c, avec (a, b) ∈ (R⋆)2

Le but est de factoriser l'expression pour faire apparaître un seul cosinus. Pour cela, on cherche

r ∈ R+, et φ ∈ [0, π[ tels que
a cos (x) + b sin (x) = r cos(x− φ)

On obtient :

a cos (x) + b sin (x) = r cos(x) cos(φ) + r sin(x) sin(φ)

En identi�ant on obtient : 
r cos(φ) = a
et

r sin(φ) = b

Ainsi on doit avoir r2 = a2 + b2 et 
cos(φ) = a√

a2+b2

et

sin(φ) = b√
a2+b2

Une fois sous cette forme on résout

r cos(x− φ) = c

Exemple 4. Résoudre
√
3 cos (x) + sin (x) = 1.

Correction On cherche r > 0 et φ ∈ [0, 2π[ tel que
√
3 cos (x) + sin (x) = r cos(x − φ) D'après les

calculs précédents on sait que nécessairement

r2 = 3 + 1 = 4

donc r = 2 car r > 0. On a ensuite  cos(φ) =
√
3
2

et

sin(φ) = 1
2

Donc φ = π
6 . Ainsi √

3 cos (x) + sin (x) = 2 cos(x− π

6
)

Donc l'équation
√
3 cos (x) + sin (x) = 1 équivaut à

cos(x− π

6
) =

1

2
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Donc 
x− π

6 ≡ π
3 [2π]

ou

x− π
6 ≡ −π

3 [2π]

Soit 
x ≡ π

2 [2π]
ou

x ≡ π
6 [2π]

Remarque. En physique, cette méthode permet de déterminer l'amplitude et la phase d'un signal

dé�ni comme la somme de deux signaux.

Exercice 8. Résoudre sur R puis sur [0, π[ les équations suivantes : cos (x)−sin (x) =
√

3
2
et cos (2x)+

√
3 sin (2x) = −

√
2.

I. 2. b Équation où le cosinus, sinus ou la tangente peuvent être prise comme variable

Il s'agit des équations où l'on peut poser le changement de variable X = cos (x) ou X = sin (x)
ou X = tan (x). On reconnaît ces équations lorsque l'on peut mettre l'équation à résoudre sous la forme

d'une équation ne comportant soit que des cos (x), cos2 (x), cos3 (x) . . . , soit que des sin (x), sin2 (x), sin3 (x) . . . ,
soit que des tan (x), tan2 (x), tan3 (x) . . . .

• Poser X égal à cosx ou sinx ou tanx.
• Résoudre l'équation en X du second, troisième... degré ainsi obtenue.

• Revenir ensuite à x en résolvant des équations fondamentales.

Exemple 5. Résoudre sur R puis sur [0, 2π[ l'équation : 2 cos2(x) + cos(x)− 1 = 0.

Correction On pose X = cos(x) on obtient

2X2 +X − 1 = 0,

dont les solutions sont X = −1 et X = 1
2 . L'équation est équivalent à

cos(x) = −1
ou

cos(x) = 1
2

Soit 
x ≡ π [2π]
ou

x ≡ π
3 , [2π]

ou

x ≡ −π
3 , [2π]

Sur [0, 2π[ les solutions sont donc :

S = {π, π
3
,
5π

3
}.

Exercice 9. Résoudre sur R puis sur [0, 2π[ les équations suivantes : 4 cos2 (x)−2(
√
3+

√
2) cos (x)+

√
6 = 0, tan3 (x)−√

3 tan2 (x)− tan (x) +
√
3 = 0 et 2 sin2 (x) + 5 cos (x)− 4 = 0.
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I. 2. c Autres types d'équation

Lorsqu'on est dans aucun des cas précédents, on utilise les formules trigonométriques pour se ramener

à une équation factorisée dont chaque terme est une équation fondamentale.

Exemple 6. Résoudre sur R puis sur [−π, π[ : 1 + cos (x) + cos (2x) + cos (3x) = 0.

Correction

cos(2x) = 2 cos2(x)− 1

cos(3x) = Re(e3ix)

= Re(eix
3
)

= Re((cos(3x) + i sin(x))3

= cos3(x)− 3 cos(x) sin2(x)

= cos3(x)− 3 cos(x)(1− cos2(x))

= 4 cos3(x)− 3 cos(x)

On a donc

1 + cos (x) + cos (2x) + cos (3x) = 1 + cos(x) + 2 cos2(x)− 1 + 4 cos3(x)− 3 cos(x)

= −2 cos(x) + 2 cos2(x) + 4 cos3(x)

L'équation ést donc équivalente à

− cos(x) + cos2(x) + 2 cos3(x) = 0.

On fait le changement de variable X = cos(x) on obtient :

−X +X2 + 2X3 = 0

Soit

X(2X2 +X − 1) = 0

Les solutions sont donc X = 0 ou 2X2 +X − 1 = 0. En revenant à la variable x on obtient cos(x) = 0
si et seulement si x ≡ π

2 [π] Les solutions sont donc

x ≡ π [2π]
ou

x ≡ π
3 , [2π]

ou

x ≡ −π
3 , [2π]

ou

x ≡ π
2 [π]

Exercice 10. Résoudre sur R puis sur [−π, π[ : cos (2x) + cos (x) = sin (2x) + sin (x).
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Correction On utilise les formules d'additivité de cosinus et sinus :

cos(2x) + cos(x) = 2 cos(
3x

2
) cos(

x

2
)

sin(2x) + sin(x) = 2 sin(
3x

2
) cos(

x

2
)

On obtient donc l'équation :

cos(
3x

2
) cos(

x

2
) = sin(

3x

2
) cos(

x

2
)

soit

cos(
x

2
)(cos(

3x

2
)− sin(

3x

2
)) = 0

Ce qui équivaut 
cos(x2 ) = 0
ou

(cos(3x2 )− sin(3x2 ) = 0
x
2 ≡ π

2 [π]
ou

cos(3x2 ) = cos(π2 − 3x
2 )

x ≡ π [2π]
ou
3x
2 = (π2 − 3x

2 ) [2π]
ou
3x
2 = (−π

2 + 3x
2 ) [2π]

II Résolution des inéquations trigonométriques

II. 1 Résolution des inéquations fondamentales

Les inéquations fondamentales sont les inéquations de type cosx ≤ a, sinx ≥ a, tanx < a.

On résout GRAPHIQUEMENT sur le cercle trigonomé-

trique.

Remarque. △! Ne jamais résoudre une inéquation sans passer par le cercle trigonométrique.

Exemple 7. Résoudre sur [0, 2π[ puis sur Rl'inéquation : cos (x) < 1
2 .

Correction Sur [0, 2π] les solutions sont

]
π

3
, 2π − π

3
[=]

π

3
,
5π

3
[

Sur R les solutions sont ⋃
k∈Z

]
π

3
+ 2kπ,

5π

3
+ 2kπ[

Exercice 11. Résoudre sur R puis sur [0, 2π[ les inéquations suivantes : sin (x) ≥
√
3

2
, cos (2x) > −

√
3

2
, sin (3x) <

√
2

2
,

tan (x) ≥ −1 et −1 < tan (x) <
1√
3
.
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II. 2 Résolution des autres inéquations

II. 2. a Inéquation de type a cos (x) + b sin (x)

Exemple 8. Résoudre sur R puis sur [0, π[ :
√
3 cos (x)− sin (x) >

√
2.

Correction On va mettre
√
3 cos (x)− sin (x) sous la forme r cos(x− φ) pour r > 0 et φ ∈ [−π, π].

On a vu que r2 = 3 + 1 = 4, ce qui donne r = 2.

Donc cos(φ) =
√
3
2 et sin(φ) = −1

2 D'où φ = −π
6 .

Donc l'équation devient

2 cos(x+
π

6
) >

√
2.

Soit

cos(x+
π

6
) >

√
2

2

Donc sur ]− π, π] :

−π

4
< x+

π

6
<

π

4

Soit

−π

4
− π

6
< x <

π

4
− π

6

−5π

12
< x <

π

12

Donc sur R les solutions sont données par :

S =
⋃
k∈Z

]− 5π

12
+ 2kπ,

π

12
+ 2kπ[

Exercice 12. Résoudre sur R puis sur [0, π[ les inéquations suivantes : cos (x)− sin (x) ≥
√

3

2
et cos (2x)+

√
3 sin (2x) ≤

−
√
2.

II. 2. b Inéquation où le cosinus, sinus ou la tangente peuvent être pris comme variable

Exemple 9. Résoudre sur R puis sur [0, 2π[ l'inéquation : 2 cos2(x) + cos(x) > 1.

Correction 2X2 +X − 1 > 0 a pour solution

X ∈]−∞,−1[∪]1
2
,∞[

Donc l'équation 2 cos2(x) + cos(x) > 1 est équivalente à

cos(x) >
1

2

Exercice 13. Résoudre sur R puis sur [0, 2π[ les inéquations suivantes : 4 cos2 (x) − 2(
√
3 +

√
2) cos (x) +

√
6 < 0,

tan3 (x)−
√
3 tan2 (x)− tan (x) +

√
3 ≥ 0 et 2 sin2 (x) + 5 cos (x)− 4 ≤ 0.
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III Etude des fonctions trigonométriques

III. 1 Reduction du domaine d'étude

Dé�nition 1. Soit f une fonction numérique de domaine de dé�nition Df .

• On dit que f est paire si

⋆ ∀x ∈ Df , −x ∈ Df

et

⋆ ∀x ∈ Df , f(−x) = f(x).

Graphiquement, la courbe représentative de f est symmétrique par rapport à l'axe

des ordonnées.

• On dit que f est impaire si

⋆ ∀x ∈ Df , −x ∈ Df

et

⋆ ∀x ∈ Df , f(−x) = −f(x).

Graphiquement, la courbe représentative de f est symmétrique par rapport à l'ori-

ginie.

Remarque. Lorsqu'une fonction f est paire ou impaire, il su�t de l'étudier et de la tracer sur Df ∩R+

puis d'e�ectuer la symétrie indiquée ci-dessus pour obtenir la représentation graphique complète.

Exemples. • Exemples de fonctions paires : x 7→ x2, x 7→ cos(x), x 7→ ex+e−x

2

• Exemples de fonctions impaires : x 7→ x3, x 7→ sin(x), x 7→ ex−e−x

2

Exercice 1. Que dire de l'opposée, l'inverse d'une fonction paire (resp. impaire) ?
Que dire de la somme de deux fonctions paires (resp. impaires) ?
Que dire de la somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire ?
Que dire de la composée de deux fonctions paires (resp impaires) ?
Que dire de la composée d'une fonction paire et d'une fonction impaire ?
Montrer que toute fonction dé�nie sur R s'écrit comme la somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire.

Remarque. Il peut exister d'autres symétries : eg f(a−x) = f(x) pour un a ∈ R et tout x ∈ R. Dans
ce cas la courbe de f sera symétrique par rapport à la droite d'équation x = a

2 . On peut alors diminuer

le domaine d'étude de "moitié" : en considérant seuelement la partie ]−∞, a2 ]
Exemple : f(x) = cos(2x) alors f(π−x) = f(x) donc la courbe représentative de f est symmétrique

par rapport à la droite d'équation x = π
2 .

Dé�nition 2. Soit f une fonction numérique de domaine de dé�nition Df .

On dit que f est périodique de période T > 0 si

⋆ x ∈ Df ⇐⇒ x+ T ∈ Df

et

⋆ ∀x ∈ Df , f(x+ T ) = f(x)

Graphiquement, la courbe représentative de f est invariante par la translation de vecteur

T i⃗
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Remarque. Si f est périodique de période T , alors pour tout k ∈ Z, on a f(x+ kT ) = f(x)
Il su�t de l'étudier et de la tracer sur un intervalle de longueur T puis d'e�ectuer la translation de

vecteur T i⃗ pour obtenir la représentation graphique complète.

Exemples. Exemples de fonctions périodiques : x 7→ cos(x), x 7→ sin(x), x 7→ ⌊x⌋ − x.

Exercice 2. Soit f : R → R une fonction. Démontrer les propriétés suivantes :

1. Si f est une fonction périodique de période T et g : R → R, alors g ◦ f est T périodique.

2. Si g est une fonction périodique de période T et (a, b) ∈ R⋆ ×R, alors h : x 7→ g(ax+ b) est périodique de période
T

|a| .

Application : donner la période des fonctions x 7→ cos(2x), x 7→ sin
(
πx
4

)
et x 7→ tan(3x).
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